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INTRODUCTION. 



On sait que dans son grand Travail sur la classification des courbes 
gauches algébriques {Journal de l'École Polytechnique, LU* Cahier) 
Halphen a écarté les courbes à points multiples. Il m'a paru intéres- 
sant d'étendre à ces courbes quelques-uns des résultats obtenus par 
réminent géomètre. 

Le premier point traité est la représentation d'une courbe gauche 
indécomposable G, de degré n. 

Quand on représente (i par les équations 

le polynôme / est indécomposable et a n pour degré; Pg et P| sont 
deux polynômes ayant pour degrés deux nombres consécutifs s et 
5-I-I. Mais, sans changer la courbe, on peut remplacer Pq et P| par 
deux autres polynômes PJ, et V\, de degrés s' et ^'-f-i, choisis à 
volonté, pourvu toutefois que l'expression 

p; Po - p; p. 

Univ. de Lyon. — Autonne, Courbes, i 
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soil divisible par/. Alors, en effet, sur la courbe/=o les deux rap- 
ports Pj : Po et P\ : P'o sont constamment égaux. 

Il y a ainsi dans le choix des polynômes Po et Pi, dénominateur et 
numérateur dez, une dose d'arbitraire qu'il est intéressant d'évaluer. 

Halphen {Classification, etc., p. 20 à 25) a démontré le théorème 
suivant : « Peut servir de dénominateur à z tout polynôme Po(-37, y) 
qui s'évanouit en chaque point double apparent. » La proposition, 
bien entendu, ne s'applique qu'aux courbes dénuées de points mul- 
tiples. Quant aux autres, étrangères à l'objet de son travail, Halphen 
leur consacre quelques lignes à sa page 43. Il y énonce, sans démon- 
stration, qu'en un point multiple le polynôme Po satisfait à certaines 
conditions linéaires entre ses coefficients, conditions équivalentes à 
celles qui font passer la courbe Po^=o par o- points. Le nombre a 
prend le nom d'équivalent du point multiple. Halphen cite quelques 
exemples du calcul de o- (pour un point double, <j est toujours zéro; 
pour un point |ji"P^<' à tangentes distinctes (7=1^ (fjL — i), (|JL — 2), ..., 
mais ne fournit aucune règle générale pour le calcul de o-, règle 
applicable à une singularité quelconque. 

Le premier Chapitre de mon Mémoire a pour objet de compléter 
l'analyse d'Halphen. 

Soit m un point multiple quelconque, que l'on peut toujours sup- 
poser à l'origine des coordonnées. Ce point m est l'origine d'un certain 
nombre M de cycles C/[« = 1,2, . . ., M] d'ordres w/. Les équations 
de C/ sont 

x:=ztV, y = MhOi) = y.j> z = Zi{tiOi) = Zij, 
di— racine primitive w^'*"»*^ de l'unité, 

y =0, I, . . ., /i/— i; 5 = 0, 1,2, .. ., /i/— 1; 



•ni(t) = ^aist', Kdn = ^f^isi% 



les Ois et bis étant holomorphes en x, c'est-à-dire étant des dévelop- 
pements qui procèdent suivant les puissances entières et positives 
de X. 

D'après un théorème connu de M. Nœther, cité par Halphen à sa 
page 22, il faut et il suffit qu'il existe un développement holomorphe 
à deux indéterminées 

i2(w, r) 
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tel que 

{ j =zOy I, , . ., rii — I, e = I, 2, . . ., M ) 

pour que Po possède en m les qualités requises pour servir de déno- 
minateur à z. 
Je commence par fabriquer une expression 

!](« — 7fy) 






II(/i7-7/7') 



i'/' 



OÙ le symbole II indique que le facteur en y/j ne figure pas dans 

le produit. 
On a bien 

mais £1' contient : 

Des puissances fractionnaires de x; 

Des dénominateurs. 
Je me débarrasse des premières en transformant convenablement û', 



a 



_ V ï^/(^» ") 






les R et les D étant holomorphes. 

Si le produit DD/ contient a:9i en facteur, û' est holomorphe quand 
x9i divise, dans R/, le coefficient de chaque puissance de w. Cela 
exige que l'expression Po(^, fij) soit divisible par une puissance de 

œ"i=: Ci suffisamment élevée, et que Ton calcule immédiatement, car 
les D et les R sont explicitement formés à Taide des a,, et ^/,. Posons 



0-, est (terminologie d'Halphen) Ta ordre du polynôme Pq par rappor 
au cycle C,- ». o-/ est aussi le nombre de points, confondus au point 
multiple, communs au cycle C| (ou, plus exactement, à la projection 
de Ci sur le plan des xy) et à la courbe Po = o. 

Appelons g la projection /(j^*, j)~ o de la courbe G sur le plan 
des œy. Il est indifférent de parler, soit des cycles de ,^, soit de ceux 
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de G, les premiers étant la projection des seconds. Les points mul- 
tiples de G se projettent aussi en des points multiples de g. 

Cela posé, nous pouvons énoncer le théorème suivant, généralisa- 
tion du théorème d'Halphen : 

« Peut servir de dénominateur à 5 un polynôme Po pris à volonté, 
pourvu que la courhe Po = o passe par chaque point douhle apparent, 
coupe chaque cycle de gj issu d'un point multiple, en un nomhre de 
points, confondus au point multiple, égal ou supérieur à un nombre 
fixe. » 

Je démontre ensuite par ma méthode quelques résultats simple- 
ment énoncés par Halphen. Un point douhle n'impose à Po = o aucune 
condition; en un point |ji"pi« à tangentes distinctes, la courhe Po = o 
a un point (/x — 2)"p*°, ce qui fait bien {(jx — i) (/x — 2) conditions 
linéaires entre les coefficients de Pq. 

Notons que pour l'application du théorème il n'est pas indispen- 
sable de posséder complètement les courbes G ou ^; il suffit de 
connaître: 

La position des points doubles apparents; 

Les singularités, c'est-à-dire la position des points multiples ainsi 
que les développements en série, afférents à chaque point multiple. 

On n'a môme besoin de posséder, pour chaque développement, 
qu'un nombre fini des premiers termes. 

Cette remarque est essentielle, lorsque par exemple G est envisagée 
comme donnée par une équation différentielle IL En effet, H ne 
fournil directement que des développements en série. 

Telle est la matière du Chapitre L Le Chapitre II est consacré au 
calcul du nombre X des conditions qui expriment qu'une courbe 
algébrique G de degré n est située sur une surface algébrique £ de 
degré N. 

Une limite supérieure /iN-t-i est évidente pour dZ>. Il suffit en 
effet, au pis aller, d'exprimer que ^ passe par /iN-+-i points arbi- 
traires de G. Mais il est bien connu que souvent 

3^ < wN -+- I. 

Halphen a démontré à cet égard une formule importante [Classi/lca- 
lion, etc., p. 36; c'est la formule (20) écrite avec mes notations] 

OT, — /i N -h I — y? -h w 

(.ç -4- N — « 4- i)(.ç -h i\ — /i 4- 2) ^', ., . 
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Dans cetle formule les lettres ont la signification que voici : 
p est le genre de G; la courbe G étant donnée comme toujours par 

s est le degré de P©; 

^(w) est une fonction de co, telle que -^(o)) = 1 si o) < o et J (a))=:o 
si w^o; 

enfin rentier positif et exige quelques explications plus compliquées. 
Les courbes Po = oet^, c'est-à-dire / = o, se coupent en sn points, 
savoir : deux points en chacun des à points doubles apparents, 
et ns — là autres points; soit en tout ns — 5 points formant un 
groupe A. Cela étant, si l'ensemble des courbes de degré *H-N, qui 
passent par le groupe A, est (A — i)"pï«mcni infini, alors 

, (.V -h N -h 0(5 -4- N -1-2) , ^. 

h =1 (fis — 6)-\-Ts; 

2 

d'où m. 

La formule appelle deux remarques. D'abord, comme on l'a vu 
plus haut, la courbe Po = o est assujettie uniquement à passe par 
les d points doubles apparents; s n'est ainsi limité qu'inférieurement 
et il est licite de supposer ^-f-N — Ai>oet 

rf(.v-f- N — /0~ ^• 

Il est beaucoup plus difficile de se débarrasser de rentiers. Halphen 
démontre que dans certains cas, notamment pour N assez grami, 
cy==o, mais ne fournit aucun moyen général pour calculer vs. En 
réalité, tout ce que démontre Halphen c'est que, après la limite supé- 
rieure «N-hi, 3fL possède encore la limite inférieure wN-t-i— /?. 

La question a récemment été reprise par M. G. Caslelnuovo (*). 
Voici les importants résultats obtenus par ce géomètre par des pro- 
cédés entièrement différents de ceux d'Halphen. Appelons ^ l'entier 
défini par les inégalités 



'à 



(') « Sui muUipli di una scrio lincare di gruppi di punti appartcneatc ad una curva 
algobrica» {Rendiconci du Cerulo mathématique de Palerme, séances des ii et qS juiu 1893). 
Voici la correspondance des norations. Le nombre r des dimensions du rhypcrcspacc est 3 
pour Tespacc ordinaire, où je reste; la surface a pour do{îré fi — }i. La dimension r^ do la 
sdric linéaire est Ob — i. 
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et TT le genre maximum que peut posséder une courbe de degré n. 
On a d'abord 

Quant à ^, ce nombre possède d'abord, lorsque N < — ; — > une 

lîmile inférieure, qui ne dépend que de N, savoir (N h- i)*. En second 
lieu il existe un entier, inférieur ou égal à x-^^^r — /?, tel que, si N 
dépasse cet entier, 

X = /iN 4-1 — /? — ^, 

Il y a ainsi contradiction entre les résultats d'Halphen et de M. Gas- 
telnuovo. Cela tient à ce que le procédé d'Halphen conduit, pour 
exprimer que la courbe G est sur la surface ^, à écrire X relations, 
mais n'établit pas qu'elles sont toutes distinctes. 

Le second Chapitre du présent Mémoire a pour but d'étendre l'ana- 
lyse d'Halphen aux courbes à singularités quelconques. Est établie la 
formule suivante 

m a la même signification que dans la formule d'Halphen. La somme 2 
est élendue aux divers points multiples de G, dont chacun abaisse le 
genre de Jaunîtes. 

Lorsque G est donnée, cj se calcule sans difficulté. On construira 
le groupe A, introduit ci-dessus, et l'ensemble des courbes de degré 
5 H-N qui passent par les points du groupe A. 

Mais lorsque l'on ne connaît de G que le degré n, le genre/? et les 
singularités, on ne peut calculer cj. 

Quant à l'évaluation de^l, elle exige seulement qu'on connaisse 
un nombre limité des premiers termes dans les développements en 
série, afférents à chaque point multiple de G (*). 

(*) Les principaux résultats du présent Travail ont éié communiqués à TÂcadémie des 
Sciences à la séance du 12 novembre 1894* 

Lyon, le I*' mars 1S9). 
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CHAPITRE I. 

REPRÉSENTATION DES COURRES GAUCHES ALGÉRRIQUES. 



1. Le point de départ dans les présentes recherches est la théorie 
des cycles des courbes algébriques planes ou gauches, théorie due à 
Cayley, à MM. Zeuthen, Nœther et surtout à Halphen. Elle est déjà 
devenue classique et il est bien inutile de la reproduire ici. D'ailleurs, 
un peu plus bas, je cite les sources à consulter. 

Je me borne à rappeler les propriétés des cycles dont l'usage sera 
le plus continuel dans la suite. 

Tout point mo(xo, yo> ^o)> pris sur une courbe algébrique G et à 
distance finie (sans quoi il suffirait de changer de coordonnées), est 
Torigine d'un nombre fini M de cycles C/(«=:i, 2, 3, ..., M). Le 
cycle C/, ayant nt pour ordre, est, pour un module de ti assez petit, 
représenté par les équations 

y—fo = r^i{itdi) = yij, 

Z — 5o =:= ï/ ( ti 0{) == 5/y, 
X — Xy == ^7' ; 

^f/^ racine primitive w?"* de Tunité; 

(o) / yrz:0, I, 2, 3, .. ., W,— i; 

5 nzO^ I, . . ., Hi — i; 

les Oif et bis étant holomorphes en j? — x^. 

En disant que a/, ou bis est holomorphe en j? — Xq^ j'entends que a/, 
et bis sont des développements qui procèdent suivant les puissances 
entières et positives de jc — Xq. Chacune des puissances de 0/ fournit 
une des ni branches du cycle. 

Le point m^ est multiple sur G, sauf si M = /^| = I. 

Les formules (o) sont exactes pour une orientation quelconque des 
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axes de coordonnées et peuvent être mises en défaut pour une orien- 
tation particulière. Prenons le cas le plus simple : supposons sur une 
courbe plane un point ordinaire à Torigine, mais prenons la tangente 
pour axe des r. La coordonnée / sera représentée par deux dévelop- 
pements 

Voilà donc une précaution à prendre dans le choix des axes. 

Les cycles ont fait Tobjet, de la part d'Halphen, de nombreuses 
publications; les aperçus et la terminologie ont varié. La rédaction 
la plus définitive me semble contenue dans deux Mémoires que je 
suivrai constamment. 

Ce sont : 

Pour les courbes planes, Appendice à l'édition française, parue 
en 1884, du Traité de Géométrie analytique (courbes planes) de 
Salmon; 

Pour les courbes gauches, Mémoire sur les singularités des courbes 
gauches algébriques^ inséré au tome VI du Bulletin de la Société 
mathématique de France (p. 10 à 43). 

2. Conformément à des théories classiques, j'envisage la courbe 
algébrique gauche (j comme donnée par les équations 

/, Po, Pt sont des polynômes ayant pour degrés : / le degré n de la 
courbe G, Pq et P, deux entiers consécutifs 5 et 5 -h i. Le polynôme/ 
est indécomposable. 

Géométriquement cela revient à prendre G comme l'intersection 
d'un cône de degré /i, 

ayant pour sommet le point S(ar=:^rzzo, 5 = 00),, avec un monoïde 
de degré 5H-i, 

^Po(.^,7)— Pi(^,/) = o. 

L'intersection comprend en outre ns droites issues de S et perçant le 
plan X, 5=10, aux points /= Po = Pi = 0. Pour toutes explications 
détaillées je renvoie à mon Mémoire Sur la limitation du degré 
pour les intégrales algébriques de l'équation dijjérentielle du premier 
ordre (Chapitre I), inséré au LXIil*^ Cahier du Journal de l'École 
Polytechnique. 



GIIAP. I. — REPRÉSENTATION DBS COURBES GAUCHES ALGÉBRIQUES. 9 

La courbe plane ^, f{x, j)=:o, est la perspective de G sur le 
plan X des xy. Nous supposerons que le point de vue S de la per- 
spective n'occupe par rapport à G aucune situation particulière. Alors 
tout point simple de g est la perspective d'un point simple de G; les 
points multiples de G auront pour perspective des points multiples 
de g. De plus g aura des points doubles apparents formés par la 
perspective commune des deux points simples de G, situés sur une 
corde issue de S. Comme la situation de S dans l'espace est quel- 
conque, les points doubles apparents seront à tangentes séparées. 
Tout point multiple de gy qui n'est pas un point double apparent, est 
la perspective d'un point multiple de G. 

3. On peut, sans changer la courbe G, 

remplacer les polynômes Pq et Pi par deux autres quelconques, par 
exemple Pi et P',, poui*vu que l'expression 

PoP;-PiP; 

soit divisible par/. Il y a ainsi, dans le choix des polynômes, numé- 
rateur et dénominateur de Zy un certain arbitraire, dont il s'agit de 
faire l'évaluation. Je vais chercher à quelles conditions doit satisfaire 
un polynôme Po(.^, y) pour pouvoir servir de dénominateur à 5. 

h. Considérons deux variables x et 7, liées par réquation/(j:,7)=o, 
de la courbe g. Une fonction algébrique w de la variable x est iden- 
tique à une fonction rationnelle de x et de 7. Je vais déflnir les cas 
où w est un polynôme en x et 7. 

Soit //i(^o»7o) un point de g\ la fonction algébrique 7 aux abords 
de m est représentée par les diverses équations (o) du 1 

y — y\~yih « = 1,2,..., M, 

X — x^-=. ^i\ y =1 o, 1,2, . . . , ni — 1 ; 
la fonction w est représentée par les équations correspondantes 

obtenues en remplaçant dans la fraclion rationnelle en .r et/, iden- 
tique à w^ 

X par Xo -H ^î*', 

r par y^-^yir 
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S'il existe un développemenl holomorphe à deux arguments 
tel que 

[/=!, 2, .. ., M, y =0, I, 2, .. ., /2/--ï], 

alors on dit que w a, au point m, le caractère d* une fonction entière 
de x et de y. 

D'un théorème de M. Nœther, cité par Halphen {Classification, etc., 
p. 22), résulte ceci : « Pour que w soit effectivement un polynôme 
en X et 7, il faut et il sufQt que w possède, en tous les points de la 
courbe g^ le caractère d'une fonction entière. » 

Ainsi pour qu'un polynôme Po(^, y) puisse servir de dénomina- 
teur (3) à 5, il suffit d'exprimer que le produit w=:V^z a, en tout 
point de la courbe g, le caractère d'une fonction entière de x et de y. 
Ce sera alors effectivement un polynôme Pi(»r, y) et s = Pj : Pq. 

5. Tout se réduit ainsi à construire pour le point m le développe- 
ment holomorphe ci-dessus {k) à deux indéterminées 

Je ferai un fréquent usage de développements holomorphes, sup- 
posés, bien entendu, convergents pour des modules assez petits des 
variables. Il est à peine besoin de rappeler que dans le calcul on 
traite ces développements holomorphes comme de simples poly- 
nômes, moyennant certaines précautions bien connues. 

Voici maintenant une notion importante, due aussi à Halphen. 

Soit Q(»r, ^) un polynôme. Considérons le cycle C/ de la courbe^, 
ayant le point m(j?o» /o) pour origine, et défini par les équations 
{voir 1 et k) 

X — X^— /?', J — J,, ~ J^y. 

Le développement 

contiendra en facteur une puissance entière de ^/, dont l'exposant p/, 
indépendant de l'indice y, sera Vordre du polynôme Q par rapport 
au cycle C/. Je désignerai l'entier positif p/ par le symbole 

|C„Q|, 

la première lettre entre les barres verticales désignant le cycle et la 
lettre de droite par rapport ù la virgule dosignanl le polynôme. 
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Rien n'est à changer dans la définition précédente si Q est un 
développement holomorphe en x — Xq et/ — y^. 

Si Q est un polynôme, la courbe Q=o coupe le cycle C/ à Tori- 
gine m du cycle en 

|C/,Q| 
points confondus. 

Reprenons (4) le produit sv^=zV^z\ si le développement 5/y [1, for- 
mules (o)] débute par une puissance ut de ^/, l'entier positif c7/ sera 
indépendant de l'indice y; on pourra parler aussi de l'ordre de z par 
rapport au cycle Ci et poser 

De plus 

ICf^l^lCôPoi-Hic,,^!. 

Ainsi « pour rendre |C|> iv\ aussi grand que Ton voudra, il suffit de 
prendre |C/, Po| assez grand ». 

6. Avant de passer à la construction du développement holomorphe 
û(tt, v) (5 et k), je vais résoudre un problème préliminaire simple. 
Soient^ et p 

y-fl{t) = ^a,st% l'=:x, 

s 

p = is(t)==^^bst', 5 = 0, I, . . ., r — I, 

s 

asy bg holomorphes en Xy 

deux fonctions de a? à r déterminations et s*évanouissant avec x. 

Appelons 

yi~ri{tO^) et pi = m{tB') 

[/r=o, I, ..., r — i; 0z= racine primitive z'^"*'' de Tunité] 

les /• déterminations. 

Je vais construire un polynôme %{x, u) en w, à coefficienis holo- 
morphes en Xy et une fonclion holomorphe D(^), telle que 

A cet effet, par simple multiplication et sous le bénéfice de /' =r r, 
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je forme les r — i identités, m~i,2, ...,r — i, 



yr^^a„„{tQ'y, 



53Z0, I, ...,r — I 



entre lesquelles et 



Pf^^^bsite^y 



j*éliniinc les r — i quanlités {lO^Yf s = i, 2, . . ., r — 1. 
Il viendra ainsi Tidentité 






7/— «10 



a 



11 



a 



12 



rt'-l 



yi «r-1,0 «r-1,1 «r-i,l 

Pi — ^0 ^1 ^1 



«/•-l,f-l 
6r-, 



= A, 



Si donc le déterminant 



D(^) 



a 



11 



a 



\\ 



• * • • • 



«r-l,l 



«l,r-l 



• •■••• 



«r-l,r-l 



n*est pas =0, le développement du déterminant A fournil 

(/?/ — ôo) D ( J?) H- R(a7, j/) ~ o 

et il suffit de prendre pour S l'expression de la forme voulue 

Cherchons si D peut être identiquement nul. 

7. Les r fonctions yi sont racines de Téquation algébrique Y de 
degré r en w à coefficients holomorphes en x 

^{Xy w)=: I I (a — j/) = f/' -h Al m'*"* -h. . . = 0. 



Lbmme. — Il n'y a aucune racine commune avec une autre équation Y' 
de même forme 



w 



k\ u 



r-l 



' »;-î 



A',U 



-h. . . :=:0. 



Si, en effet, yo, par exemple, est racine de Y', faisons faire à la 
variable x dans son plan le tour de l'origine; les coefficients de Y' ne 
changent pas tandis que jo se transforme en /,; r, esl donc racine 
de Y', et ainsi de suilo. Y et Y' auraient les mêmes racines; mais les 



CnAP. 1. — REPRÉSENTATION! DES GOURRES GAUCHES ALGÉBRIQUES. l3 

coefficients sont de part et d'autre, pour Y et Y', les mêmes fonctions 
symétriques des racines : donc A\ = A,, AJ = Aj, . . . . c. q. f. d. 
Cela posé, considérons le système 

2«m*(^^0*==/r — «mo, mm, 2, 3, ..., r — I 

jr = l 

de r — I équations linéaires par rapport aux r — i inconnues {t0^y\ 
D(j?) est précisément le déterminant des inconnues. Le système ne 
peut être incompatible; si donc D(j7) =o, le système doit être indé- 
terminé; il existe alors, entre les seconds membres, au moins une 
relation linéaire et homogène, j/ est racine d'une équation 

à coefflcients holomorphes et un au moins des B n'est pas identique- 
ment nul. yi est alors racine aussi de l'équation 

9( J7, m) H- ^{jOf W )=: a''4-(Ai4- Bi)w'"~*4-. . . = o, 

laquelle, en vertu du lemme, doit se confondre avec Y; alors Bi= o, 
Bj = o, . , ., ce qui est absurde. Ainsi D(a:)^o. 
En résumé, on a la proposition suivante : a Soient y eip 

y = n(t) = ^aut' et p = xs(t)~^bst^ 

s s 

[a„ 6,= holomorphes en j:; f'^^x; .? = o, i, . . ., r — i] 

deux fonctions d'j?, nulles avec ût, possédant r déterminations corres- 
pondantes // et />/, / = o, I , . . . , r — I ; il existe un polynôme S ( ^, u) 
en «, à coefficients holomorphes en j:, et une fonction holo- 
morphe D(a?), tels que l'expression 

devient identique à/>/, quand on y remplace l'indéterminée u par //, 
et cela pour chacun des indices / = o, i, . . ., /• — i. » 

Il est important pour la suite (15) de remarquer que les coefficients 
du polynôme S en a sont linéaires et homogènes par rapport aux bg. 

8. Je passe maintenant à la recherche des conditions auxquelles 
doit satisfaire un polynôme Po( x^, y) pour pouvoir servir de dénomi- 
nateur à z {\). Le produit ivi=z V^z doit avoir en tout point de la 
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courbe plane gy perspective de G, le caractère de fonction entière {h"). 
Soit m (^o> /o) un point de g y origine de M cycles Q représentés par 
les équations (o) du 1, savoir 

X'-x^ — e\\ y-^y^ — yij, 

y = o, 1 , 2, . . . , 71/ — I ; e n= 1 , 2, . . . , M. 

11 faut et il suffît (5) qu'il existe un développement liolomorphe à 
deux arguments ^{uy s^) tel que 

le développement wij correspondant à j/y. 

9. Pour simplifier récriture je transporte l'origine des coordonnées 
au point mo(a"o, /o» ^o) de G dont le point m(j7o, ^o) de g est la per- 
spective. Alors XQ=i y^=: Zçi^=z o. 

Les équations (o) du 1 deviennent 

^ == C; Y =yij = M^i^ih - = 5,y = Ç,(^^); 

(0 < 

s=:o, I, . . ., /i, — i; y = o, I, 2, .. ., Wi — i; 

Le développement de Po correspondant à j/y sera 



et iï'/y devient 



»'ij^^^is{ii^iy^^ijçu' 



On voit que les fonctions dis sont linéaires et homogènes par rap- 
port aux fonctions c/, du développement Çij, 

10. Tout cela posé, je prends l'expression 



^'-22-0 



/•/' 



« / 



11 (/iv-ro) 



/>' 



«, Tz^j: I, 2, . . ., M; jyj'—Oy 1,2, . . ., Tl, — I 
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OÙ le symbole I I désigne un produit où manque le facteur en //y. 



1'/' 



L'expression ^' se réduit bien à w/y quand on y remplace Tindé- 
(erminée u pary^y; Q! est bien un polynôme en u\ mais, par rapport 
à Tautre argument x^ Q! n'est pas holomorphe parce qu'il figure 
dans Q! : des puissances de a? à exposants fractionnaires; des dénomi- 
nateurs en X. 

Je vais me débarrasser des exposants fractionnaires en montrant 
que Q! est identique à une expression quotient de deux développe- 
ments holomorphes. 

11. Prenons le cycle C,- et considérons les nt développements w/y, 
y == o, 1 , 2, . . . , /i/ — I . En vertu du théorème énoncé au n<> 7, il existe 
un polynôme S;( r, v) de degré /i/— i en (^ à coefficients holomorphes 
en X et aussi une fonction holomorphe D/(a7), tels que l'expression 

Il est donc licite de remplacer, dans il\ w^j par 

Remarquons (7 in fine) que les coefficients du polynôme S/ sont 
linéaires et homogènes en ^/, (lesquels jouent ici le rôle des ô,du7), 
coefficients (9) de i^^/y, c'est-à-dire linéaires et homogènes (9) en C/„ 
coefficients du développement PoC^^s Jo). 

12. Appelons 9/(ic, v) le produit 

l'équation algébrique cp/^o de degré w/ en r, à coefficients holo- 
morphes en X, est l'équation Y (7) relative au cycle C/. Posons enfin 

(/=I, 2, ..., M), ^(X, (^)z=:PJ<P/(j:-, v), 

♦ i 

Le produit (10) 



1'/' 
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est identique au produit 



i'J- 



où Ton aurait supprimé le facteur u-^fij. Mais le produit II est 
évidemment identique à 0(a:, u) et 

n'=(a-r,yr'4^(x, w). 

Quand un polynôme est divisible par un binôme, le quotient a ses 
coefficients entiers par rapport au coefficient du binôme. Osl le cas 
pourO, polynôme en w, et pour le binôme ti—y,j. Ainsi 

/ étant un polynôme en u et yij, à coefficients holomorphes en x. 
Il est donc licite de remplacer dans Q' (10) 

JJ ( « — yrj) par /( '^» "f y'ij )• 



Vf 

13, Reprenons 



^(^, ") = JI("-Ji/)- 



Alors 



1/' 



d^ 



c -22 n <"->.> 

iyj'—Oy 1,2, . . ., Ht; i, /'=:l, 2, . . ., M, 

le facteur eny,-y étant comme précédemment exclus du produit H'. 
Il vient ridentité évidente 

1'/' 

Rappelons maintenant un théorème bien connu d'Algèbre élémen- 
taire : a Soient A(w) et B(w) deux polynômes en m; on peut con- 
struire deux autres polynômes A'(w) et B'(w) tels que 

AA'+BB'=I), 

D ne contenant plus w; la constante D et les coefficients de A' et B' 
sont des polynômes par rapport aux coefficicnis de A et B. » Appli- 
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quons le théorème aux deux polynômes en w ^ et-r— • II viendra 
ridenlîté 

(I) D(.r) = 4^(^, «)Q'(a:, «)+ ^ Q(^, «). 

Q et Q' sont des polynômes en a à coefficients holomorphes en x; 
D est aussi holomorphe en a:. Tout cela provient de ce que O a ses 
coefficients holomorphes. 
Remplaçons dans l'identité (i) Findéterminée u par //y; comme 

^(^» V,y)=0, 

on a 



"<")^(^L,<^("->''^)- 



Il est donc licite, en vertu de Tidentité (o) ci-dessus, de remplacer 
dans a' (10) 

H Lru-yrj) 
i'j' 

par 

D(.r) 

H. Cela posé, reprenons (10) Texpression 



nt 
(u-yrj) 
22 



^Vij -LL 



1 1 



IX (yu—yrj) 



et remplaçons-y respectivement 

(U) .Vy par -^;^^' 

( 12 ) n ( " "" ■>'' vO par f(^>fif yij ) 



'•;' 



(13) Ji^yu-yrr) par "^ 



1'/' 



Q(^> vo) 



Univ. dk Lyon. — Autoxnk, Courbes. 
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II viendra 

L'expression 

Ri = 2^'^^' 717) Q (-3^» J/y)/(^» «» yu) 
j 

est une fonclion symétrique entière des racines //y de Téqualion à 
coefficients hoiomorphes (12) 

o = ?/ (-^f'» ^ ) = 2 ( «' — 7/y ) — «"*• 4- . . . . 

Ainsi R/ est identique à un polynôme RiC^, w) à coefficients hoio- 
morphes. 
Donc 

J*ai ainsi débarrassé l'expression 12' des puissances fractionnaires 
de a:. Reste maintenant à débarrasser Q! de ses dénominateurs. 

15. Supposons que D| contienne en facteur x^i et D contienne x^; 
on aura 

A/ étant holomorphe. 12' sera donc holomorphe si tous les coefficients 
du polynôme R;(j, u) en u contiennent en facteur une puissance 
de ar, ayant un exposant au moins égal à h- 3/. 

Posons 

S,(jr, v) == B/o -h B/ï r -h . . . -4- B,,„,_i i'«.-S 

les B étant hoiomorphes. 

Les coefficients T du polynôme Ri(j:, u) en u sont linéaires et 
homogènes par rapport aux B ; R, i^ T/o ■+- T, 1 1/ 4- T/i m* -+- . . . . 

En vertu de la façon (6, 7 et 11) dont S|(j:, u) a été construit, les B 
sont linéaires et homogènes par rapport aux dis (9) 



svij = V,{t",^, yij)Zij~^du{t/j^iY. 
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A leur tour les di, sont linéaires et homogènes par rapport 
aux Cig (9), 

s 

Bref les T sont linéaires et homogènes par rapport aux c,s. 
Si nous posons Cig^x^i^c'^^ c\g^o pour x-=zOy il viendra 

s 

Comme s < /li il ne peut y avoir dans Çij, réduction entre des termes 
qui appartiennent à des indices s différents; ainsi Tordre en tideqij, 
c'est-à-dire |C/, Po|, est précisément le plus petit des nombres 

En vertu de ce qui précède pour rendre tous les T, combinaisons li- 
néaires et homogènes des c/,, divisibles par jT^^^i, il suffit de prendre un 



Ch Po|, 

suffisamment grand, ce qui rend tous les 

sufOsamment grands. Au pis-aller 

En résumé, « la connaissance des développements en série, qui 
fournissent les coordonnées d'un point courant sur G aux abords du 
point multiple (ou la connaissance d'un nombre assez grand des pre- 
miers termes), suffit pour calculer un système d'enliers <jn tels que, si 

I Ci, l\ I > (Ti, 

Foi; a au point multiple le caractère de fonction entière et cela grâce 
à l'existence du développement holomorphe à deux indéterminées 

12 (J7, u) », 

16. La condition (15) |C|, Po|>(T/ suffit pour assurer l'existence 
de Q, mais il n'est pas évident que cela soit nécessaire pour rendre 
tous les Tik (15) divisibles par x^-^^i. J'ai donc trouvé pour le poly- 
nôme Po(.r, j) des conditions peut-être trop sévères. Je n'approfon- 
dirai pas davantage celte matière, car ce (|iie j'ai établi suffil pour les 
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théories du Chapitre suivant et pour la représentation des courhes 
gauches algébriques. 

17. Toute la présente discussion se résume ainsi : 

Théorème. — « Pour qu'un polynôme Po(-^, j) puisse servir de déno- 
minateur à Zy il suffit que l'ordre de Pq par rapport à chaque cycle 
issu d'un point de la courbe G ne soit pas inférieur à un nombre 
déterminé pour chaque cycle ». 

Etudions donc ce qui se passe en un point ordinaire, en un point 
double apparent, en quelques points à singularité simple. 

i8. En un point ordinaire (xq, /o> ^o)> ^o n'est soumis à aucune 
condition. En effet aux abords du point 

y —Yo = «1 (.r — .^o) -h aj(,/- — j-o )'-•-•. -, 

z est déjà par lui-même holomorphe en j: — o^q. 

Prenons maintenant un point double apparent {j:q, yo)> projection 
commune des deux points (jcq» ^o> ^o) <ît (^o» Jo> -o)* ^^s deux déve- 
loppements qui définissent la courbe G aux abords du point double 
apparent sont 

y — jo == Y = « 1 ( ^ — -^ ) H- . • • , 

z — Zq ^^ £j — t? I {^iV fcï'o ) ~J~ • • • 9 

7 — 7o=Y'i=a', (^• — aro) + - • •» 

z Zq — £j — O ^ yJ^ — iJ^Q j ~T- • • • , 

Zo et Zq sont les ordonnées des deux points de G projetés en jtq et jot 
Zq ^ -Jq. Comme les deux tangentes (2) au point double apparent sont 
distinctes a^^a\. 
Soient W et W les deux développements du produit 5Po(j:, jk)^ 

l'expression 

\V(m — Y') — W'(//-Y) 



^ = 



Y -Y' 



se réduit bien à W et W quand on remplace l'indéterminée u par Y 
et Y' respectivement. Or 

Y — Y' = (ai— a\){.r — .ro)H-. . . a, — rt', ^o 

W =z 3; \\(jCo. Vo) -f- (.r — .^o) [■..]• 
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Pour que il soit holomorphe en w et a: il suffit que Po(-ro, Vo) =^o. La 
condition est nécessaire car z doit avoir deux valeurs Zq et z'^; or 
;; =z P, : Pq. Ainsi : a en un point double apparent le polynôme Po 
s'évanouit ». 

Le fait a déjà été démontré par Halphen un peu autrement (Clas- 
sijîcalion, etc., p. aS). 

19. En un point (x©, /o) projection d'un point (jcq^ jof ^o) multiple 
à singularités élevées, le théorème du 17 impose à la courbe Po = o 
des sujétions nombreuses, que nous étudierons en détail plus 
loin (20) sur des exemples. 

Signalons un cas où aucune sujétion n'est imposée à Po, malgré la 

muUiplicilé du point (jc^y Vq, Zq) considéré. 

C'est le cas où il passe par G une surface F(a:, v, z) = 0, telle que 

ôF 
la dérivée partielle -r-> par exemple, ne s'annule pas en (^o» Jo» ^o)« 

Oz 

Alors z — zq est, sur la surface, holomorplie en jc — Xq et y — jo, 

z — zq^=i ii(x — -^i^9 y j'o ) • 

La courbe est sur la surface ; donc, si l'on remplace x — jtq et j — /o 
par leurs développements en série sur la courbe G, Î2 devient iden- 
tique au développement correspondaiU de z — zq. Donc z — z^ pos- 
sède, quel que soit Pq, le caractère de fonction entière, etc. 

20. Étudions maintenant ce qui se passe en un point fx"P'* de G à 
tangentes séparées. J ^ transporte l'origine. Alors les développements 
sont, pour chaque cycle C/, 

Y = Y, ~ aid' -\-. . . / =r 1 , 2, . . . , jJL, 

w — wj^ z^^^ l) ^ \C ~r~ • • • 

tous les Qi étant distincts. Pareillement, 

iv = ^Po = \V,-Z,Po(.^-, Y,). 
L'expression 

Jj'(«-Y,) 

i2(x, « ) r:r y W,- -!—, , i' yf- i 

i 12 (Y, -Y,) 

I' 

esl bien lelle que 

0(.r, Y,)-^^W/. 
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Or 

fj'( Y, -Yr) = a^!'-' (...). 



/' 



et Z| est divisible par x : donc pour que 12 devienne holomorphe, il 
faut que 



L'origine est un point (jjl — 2)"p'» de la courbe Po=:o. Ce ré- 
sultat a déjà été énoncé sans démonstration par Halphen {Classifica^ 
tiorij etc., p. 44)« 

21. Halphen a annoncé également {Classification , p. 4^) qu'un 
point double, de quelque nature qu'il fût, n'entraînait pour Pq aucune 
sujétion. 

C'est ce qui est évident pour un point double à tangentes séparées : 
il suffit de faire fx = 2 dans la démonstration du n** 20. 

Prenons maintenant un point de rebroussement; appelons r -h J 
Tordre de contact mutuel pour les deux branches; il se conserve en 
projection sur les deux plans des xy et des xz, supposés orientés 
d'une façon quelconque. 

Alors il viendra pour représenter la courbe, en transportant l'ori- 
gine au rebroussement, 

les a et les b étant holomorphes en x; 

ai=z ax'' -\-, . ., ^, =: [3a:'" -h. . .; 

le quotient b^ : a, est holomorphe; a, P = const. 

Appliquons le procédé do calcul du 6; le procédé se réduit ici à 
l'élimination de t. Il viendra 



z — bo bi 
y — «0 «fi 



— o, 



^^^^^Mzzii^ 



a, 



Comme bi : «, est holomorphe, z a déjà par lui-même le caractère de 
fonction entière. c. q. f. d. 

Ma méthode générale permet donc de retrouver avec facilité les 
divers résultats particuliers énoncés sans démonstration par Halphen. 



cil A p. I. — REPRÉSENTATION DES COURBES GAUCHES ALGÉBRIQUES. 23 

22. Tout ce premier Chapitre se résume dans le théorème unique 
que voici. 

« Quand on représente la courbe gauche algébrique G par les 
équations 

où / est indécomposable de degré n égal à celui de G et où les degrés 
des polynômes P, et P© sont deux entiers consécutifs s -h i et s res- 
peciivement, 

» Alors le dénominateur Po peut être pris à volonté, pourvu que Po 

» I. S'annule en chaque point double apparent, 

» II. Possède par rapport à chaque cycle de G, issu d'un point 
multiple, un ordre au moins égal à une limite inférieure fixe, pour 
chaque cycle. » 



CHAPITRE II. 

CALCUL DU NOMBRE or, 



23. Prenons une courbe G de degré n représentée (22) par 

^ = P,:Po, / = o 

et une surface algébrique, de degré N, ^, représentée par Téquation, 

[/=:o,i, ...,N], Y{x, y,z) — ^k^_iz'=zo, 

t 

A,,_/— polynôme en x et y de degré N — /. Je vais exprimer que la 
courbe algébrique G est située sur la surface $. 

25^. Considérons les deux polynômes Pj et Po; en un point double 
apparent z a une valeur double et Po = o, donc P| s'y évanouit aussi. 
En un point multiple /Wo(J^o> Jo> ^o) de G, prenons un des cycles C, 
issus de ce point, savoir 

z 5o = Va (^) ) 

Y) et Ç étant holomorphes en ^ et r désignant Tordre du cycle. Alors 

Avec nos notations habituelles (5) 

ao = |C, Po|, ai=|C, P,|. 

En mo, z n*est ni nul, ni infini, mais a une valeur unique finie z^^ 

donc «0= <^i> 

|C,P,| = |C, Po|. 

Pi peut donc (théorème du n" 22) servir de dénominateur à z\ Pi a 
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s-hi pour degré, le nouveau numérateur Pj aura pour degré s-f-2. 
Raisonnons sur le couple (Pi, Pj) comme nous venons de le faire sur 
le couple (Po, Pi); nous formerons un troisième couple (Pj, P3) et 
ainsi de suite. Bref, sous le bénéfice de/(j:, j) = o, on a 

P, P, P3 l\ P/ 



Po^Pi-P, "^Pa P/-, 



d'où 



" -p/ 



/ = entier positif quelconque ; 
P^=: polynôme en x et j de degré s -h l; 
Po= polynôme en x et y de degré s. 

25. Cela posé, remplaçons dans Téquation F=:o de la surface S 
(23) 5' par P/ : Po et chassons les dénominateurs. Le polynôme de 
degré 5 + N 

^'=^^Ay.iPi [/=o, I, ...,N] 

/ 

est nul en tous les points de la courbe ^, /=ro. C'est la condition 
nécessaire et suffisante pour que la courbe G soit située sur S. 
Comme /est indécomposable, Î2' est divisible par/; appelons -— w le 
quotient qui est un polynôme de degré 5 -h N — n. L'expression de 
degré 5 4- N 

12 = 2 A,N_/P/ 4- 0)/ ~ o. 

Tout se réduit ainsi à établir Tévanouissement identique de il. 

26. Appelons 



'l(n) 



2 



le nombre des termes d'un polynôme de degré n à deux variables. 
On voit de suite que, X et fx étant quelconques, 

(0) ^(X4-fx) = ^(X)4-^(fx)4-}.fX-l, 

(1) ^(_X)=:'^(X--3). 

Telles sont les propriétés de la fonction •]/ pour des valeurs quel- 
conques de l'argumenl. 
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De môme, je désignerai par 

(\-hi)(N-h?0(N-H3) 



^(N)H-i 



6 



le nombre des coefticients dans un polynôme à trois variables de 
degré N. 

U^'(N) est ainsi le nombre des paramètres qui figurent dans l'équa- 
tion d'une surface de degré N. 

Dans les termes d'un polynôme quelconque aux variables x^ 
y^ Zy . . ., savoir 

je distinguerai les coefficients B et les arguments 

Si le nombre des variables est q et le degré /?, les termes successifs 
peuvent être désignés par les valeurs d*un seul indice variant de i à 

27. Cela posé, reprenons (25) 



i2 = 2AN_/P/4-to/. 



Appelons a/ [i = 1,2, ..., 1 4-^r(N)] et ^y[y = i, 2, ..., ^'(^-H N —«)] 
les coefficients du polynôme à trois variables F de degré N et les 
coefficients du polynôme à deux variables w de degré 5-hN — /i. 
Dans ^, ai est le coefficient d'une expression de degré 5 4- N telle que 

Bx^j? provenant de rVji_/. Appelons 9a[A = i, 2, . . ., ^'(^ H-N)] les 
arguments (26) successifs d'un polynôme de degré 5 h- N à deux 
variables. Le terme en «/ dans 12 sera 



«/^^A7f9A-~^/--^-^/. 



Les dik sont des fonctions linéaires et homogènes des coefficients du 
polynôme k^^i et du polynôme P/ séparément. 
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Pareilleraeni dans 12 le terme en b^ sera 

k 

ejic est formé par les coefficients des polynômes w et /, comme du;, 
est formé par les coefficients des polynômes A.n_/ el P/. 
Bref 

il = ^aiXi -r-^bj \S\^j = 22 Oidik^k 

i i i k 

i k 

k i I k 

i=z 1,3, . . ., 1-+- ^^(N) \ 

J=l, 2, ..., ^(.V-hN — /i) |. 

A:= I, 2, . . ., ^{s -\- N) ) 

L'évanouissement identique de Î2 entraîne les ^ (5 -h N) équations 
c^:=:o, mais elles ne sont pas toutes distinctes. D'ailleurs [formules (o) 
et (i) du 26] 

']/{s -f- N — 71) = ^{s -+- N) + vp(— n)— ns — /iN — i, 
^(5 -t- N) — ^(5 -h N — 7i) tn /^5 4- TiN + I — v^/i — 3). 

Je ferai maintenant voir que le polynôme i2, loin d'être le plus 
général de son degré, satisfait au contraire, à cause de sa provenance, 
à plusieurs sujétions, lesquelles facilitent l'annulation identique de 12. 

28. Reprenons les polynômes P/ (2i), dénominateurs successifs 
de z. Ils s'évanouissent tous aux points doubles apparents; de plus, 
C, étant un cycle issu d'un point multiple, on a évidemment, en vertu 
des raisonnements faits au2^f, 

IC, P/| = |C„Po| = a„ 

en désignant par ^i l'ordre commun des polynômes P/ par rapport 
au cycle. Donc 



r 01 — 



C„2a.>_/P, + c)/ 



— •«/•> 
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puisque 

car le cycle C/ est situé sur la courbe g, C, coupe ainsi la courbe 12 = o 
en 3/ points confondus avec le point multiple, origine de C/. 11 y a donc 



a — 



2^' 



poinls d'inlersection des courbes ^' et i2 = o confondus au point mul- 
tiple considéré. 

Les courbes Po = o et ^ se coupent : 

1° En à points doubles apparents, points doubles de g dont chacun 
figure pour deux dans la supputation des ns intersections; 

2"^ En 23 points, réunis par 3 aux points multiples, la sommation 2 

s'étendant aux divers points multiples; 

30 En 

ns — 2^ — 23 

autres points, lesquels avec les ô points doubles apparents constituent 
un groupe que je nommerai groupe A. 
Comme, en un point du groupe A, z n'est ni nul ni infini et que 

. Pi P« P/ 



p — p — p, 

* * 1 « /-i 



— • • . , 



la courbe P/=:o et aussi la courbe 12 = passent par les points du 
groupe A, dont le nombre est 

\) =: ns — ô — 23. 
Appelons 

9^' [m = 1,2, ...,D] 

les 4^(5-t-N)[A' = I, 2, ..., 4^(5-t-N)] (27) arguments d'un polynôme 
de degré 54-N à deux variables, arguments calculés respectivement 
pour les D points du groupe A. 

Cette notation nous sera utile plus loin (30). 

Retenons surtout de la présente discussion : 1° que 12 = coupe le 
cycle C4 en 3, points confondus à l'origine du cycle et 2° passe par 
les D points du groupe A. 

29. Examinons ce qui résulte pour £2 de la présence des points mul- 
tiples. 
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Soil 

» 

[A- = i, 2, ..., ^(,ç-t-N)], H^^Aa-^a- ou H(j-, r) 

k 

un polynôme quelconque de degré sh- N. 
Développons-le par rapport à un cycle C, 

il viendra 

H[ j7o -i- ^'', /o -H Y3 (0] = Ho -f- U, / -^ H,/« -h. . .; 

se donner le nombre 

3/ = |C/, H|, 

c'est écrire les ^i relations 

Ho = Hj = . . . r= H:^._i = o, 

c'est-à-dire assujettir les hu à 3/ relations linéaires et homogènes 

^y^^hk — O [/>=II, 2, ..., 3;]. 

Les Vp^k sont les mômes quel que soil le polynôme H de degré s -\- N. 
Si Ton se donne tous les nombres 



C/, H I = 3/ 

pour les divers cycles issus d'un point multiple, on établit entre les hk 
les ;2l = 2]'^* relations 

^^/;a/'A=0 [/? — I, 2, . . ., .21]. 

k 

De môme pour un second point multiple on aura le système 

k 

et ainsi de suite, soit en tout :?l-+- ;2l'-h. . .= 23 relations, 1 élant la 
sommation appliquée aux différents points multiples. 



3o 
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Il est évident, d'après ce qui précède (28), que le polynôme de 

degré.çH-N(27) 

satisfait aux conditions précédentes, ainsi que chacun des poly- 
nômes Xi et iHiy. Comme (27) 



X A 

A A A 

^ ^/»A ^A = ^ ^'pk ^ik = ^ <?yA ^7>A ^=^ <^' 



il viendra 



Cette remarque nous servira plus loin (30). 

30. L'annulation identique de S2 entraine le système Sde 4'(^-+- N) 
équations C;t=io [A = i, 2, ..., ^j>(.v-hN)]. S est équivalent au 
système S' 



(Z') 



^l^qkCk = [7='» '^ •••» 'K'^-^^')]» 



pourvu que le déterminant fx des jjl^a soit ^o. 
Formons la malrice à vp(.ç 4- N) colonnes età D h- 23 = /^.v— ô(28) 



lignes 



0]L=: 



?'." 


T2 




9k" • 






?'r 


9T 










X,. 


>... 








^M .'{;(.* -i-N) 


^.. 


A22 










^,. 


• • • 










• • • 

• • • 


• • • 

• • • 











Dans la malrice Oft 



1) = /?.v — — i vl 
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est le nombre des points du groupe A (28); les (pi'"' ont la significa- 
tion expliquée au n** 28 (in fine); les X, X', ... ont le sens indiqué au 
n*» 20. La matrice a D-f-23 = /is — à lignes, mais plusieurs lignes 
(parmi celles qui sont en X, X', ...) peuvent être à élémenls tous 
nuls; ensuite, ces lignes une fois biffées, la matrice restante peut 
avoir tous ses déterminants, à [^(^h-N)]* éléments, nuls, ce qui 
entraînera chaque fois une môme relation linéaire et homogène 
entre les éléments d'une colonne quelconque et réduira encore le 
nombre de lignes.dans la matrice. 

Bref, on formera une matrice réduite OlLo dont les déterminants ne 
seront pas tous nuls, mais qui ne contiendra plus que 

ns — — w 

lignes. L'entier, non négatif, cj dépendra à la fois des (p'^"\ c'esl-à-dire 
de la configuration du groupe A, et des X, c'est-à-dire des coefficients 
des cycles, ou encore des modules de la courbe G. 

31. Maintenant nous pouvons former le système Z' (30) en prenant 
les éléments de la matrice dXL^ pour constituer les 

ns — rî — GT 

premières lignes du tableau des [i.qk\ ics 

^ (.ç 4- N ) — /^5 -h H- GT 

lignes suivantes étant constituées par des quantités quelconques, 
choisies de façon que le déterminant fx des [Lgk soit fz^o. 
Or (28) 

k k i i 



= 2 «' 2 rfa?r ' + 2^2 «.*?"" = o. 



indépendamment des ai et ^y, puisque les courbes (27) 



^Ao/ 1= 2 dik ©A = o, \\\^j — ^ ejk 9a- — o 

k k 



passent par tous les points du groupe A. 
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Il en est de même pour la rclalion 

= ^ «I ^ ^A»* ^/* "*" ^ ^-'^ ^ ^''^ ^-^ ^ ^ °' 

« it i k 

car les courbes c.l.,=:o et iii>y = o satisfont aux relations du n*» 29. 

32. En résumé, les ns — à — m premières équations du système S' 
sont des identités et n'entraînent aucune sujétion mutuelle de la 
courbe G et de la surface ^. Les 

']> (5 + N ) — /^.ç + 4- GT 

équations suivantes du système 3J contiennent les coefficients a, de 
la surface S et aussi les ^'(^H-N — /i) quantités fty, coefficients du 
polynôme o) (25). Eliminons les fty, il restera 

d/(,vH- N) — vj;(5 4-N — /O — 'W-h â-h W 

relations entre les a^. Le fait géométrique, savoir que la surface S 
passe par la courbe (i, est ainsi exprimé par 

relations entre les coefficients de £, 
On a vu (27) que 

^{s H- N) — 'J>(.ç H- N — /i) =: /^5 -i- /^N H- i — 'h{n — 3), 

Alors s disparaît (comme il fallait s'y attendre, car le degrés du poly- 
nôme Po est indéterminé au-dessus d'une certaine limite) et il reste 

Ob = /< N -h I — ^]> ( /i — 3 ) -+- â -h CT. 
Introduisons le genre commun /? de G et de sa projection g; on aura 

y;z='|(/i-3)-a-li:, 

car chaque point double apparent réduit le genre d'une unité. La 
sommation ^ comprend les divers points multiples, dont chacun 
réduit le genre du nombre 4^. 



Bref 
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0Î> =: /2 N -M •— /> — 241 -h e. 



Cest la généralisation de la formule d'EIalphcn. La signification 
géométrique de l'entier non négatif tsj est donnée ci-après (35). 

On peul, au lieu du genre, introduire le nombre A des tangentes à G 
qui rencontrent une droite i\\e quelconque de l'espace. A est aussi la 
classe de la courbe plane ^'. Appelons .'R le nombre dont un point 
multiple réduit la classe de ^' 

A = /i(/i — I) — a3 — ic'a, 

d'où 

id =:n{n — i) — \ — lA 
et 

2 .)b = 2 /l (N -H I ) — A — lA -h 2Gy. 

33. Il reste à rappeler comment on calcule le nombre 1^ et A pour 
chaque point multiple m, origine, avec notre terminologie ordinaire, 
de M cycles C/ [i = i, 2, . . ., M], d'ordre /?/ respectivement. 

Occupons-nous d'abord de l'entier tH. qui mesure l'abaissement de 
classe produit par le point multiple. Si chaque cycle d abaisse la 

classe deti\| unités,.*^ — ^/R./, carc'R est le nombre des points, absorbés 

I 
par le point multiple, communs à la courbe g avec le réseau des pre- 
mières polaires. Halphen enseigne à calculer A{ (Appendice au Traité 
de Salmoiij p. 645). Prenons pour origine le point multiple, pour axe 
des a* la tangente au cycle C/. Alors, si/(j7, y) m o est l'équation de 5', 



A^ 



n àf 



Or, avec notre écriture habituelle, 

W se rapportant aux déterminations de y qui ne s'évanouissent pas 
pour X =10. F^e môme calcul qu'au n" 13 montre que 

^"^(^j Jiv)?^^ potir J7 — o. Nous pouvons ainsi calculer l'ordre en x 
Univ. dk Lyon. — Autonne, Courbes. 3 
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des différences yij — yvr de Texpression ( ;p ) 'Le calcul de cU, 

ne présente plus dès lors aucune difficulté. 

Ce qu'il importe de retenir c'est que, pour évaluerai, on n'a besoin 
de connaître qu'un nombre fini des premiers termes dans les déve- 
loppements en série» afférents à chaque point multiple. 

34. Occupons-nous du nombre J^ qui mesure l'abaissement du genre 
produit par le point multiple. Halphen {Appendice^ etc., p. 624, for- 
mule a8) a démontré la relation que j'écris, avec mes notations accou- 
tumées, ainsi qu'il suit 

Or (32) 

A=:/«(/i — I)— 20 — Ic'a 

d'où, éliminant A, '^{n — 3)— } (/* — i)(a* — 2), 

/> =z 0/(71 - 3) - a - 1 ijc^l -^{n,- i){. 

Mais (32) 

yt; = ^(/i-3)~d~i-C; 
enfin 



^=îj^'^-2('*^-')j- 



Il suffit donc encore de connaître les développements en série. 

35. On peut donner du nombre m qui figure dans la formule (32) 

Ob r= /iN H- I —p — 2^ -h CT 

une interprétation géométrique simple. 
Reprenons (28) les sn points /=Po = o« Ce sont les 

points du groupe A, puis, en un point multiple, 3 points, savoir -3,- 
points sur chacun des cycles C^ de ^',/==o, issus du point multiple. 
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Prenons une courbe quelconque de degré ^ -h N, qui sera, avec les 
notations du n° 27, 

o = Q— ^^itcpA-, A- = i, a, ..., '|(.ç-f-N). 



Faisons passer Q=o par les points du groupe A, au nombre 
del) (28); il. viendra 

o=^qk9T^ [miizi, 2, ..., D]. 

k 

l)*aulre pari, les relations (29) 

k 

expriment que 

|C,, Ql^.'fl,, 

c'est-à-dire que Q ~o passe par les Ai points communs au cycle C/ 
de ^ avec la courbe Po=:o. 
Cela posé, formons (30) les matrices D\i et OILo, celte dernière à 



ns — ô — GT 



lignes. La condition de passer par les .ç^ points /= Po = o équivaut 
donc pour les coefficients de Q à ns — S — ts relations linéaires, 
bomogènes distinctes. 

Supposons que Tensemble des courbes de degré 54- N qui passent 
par les. ç/i points Po=/ = o soit (/i — i)"P'«'"®"' infini. Il restera dans Q 
h coefficienls arbitraires; donc 

h = 'i{s -^^) — ns-hd -hm, 

r/est le résultat annoncé dans l'Introduction. 

36. Lorsque Ton possède la courbe G, on a aussi ^ et Ton peut cal- 
culer exactement rn et X. Mais si Ton ne possède que /i, p, avec les 
singularités, c'est-à-dire les développements en série afférents à 
chaque point multiple, on ne peut obtenir exactement cj. Tout ce que 



36 
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Ton peut alors affirmer sur Oo, c'est que Ob est compris entre 

une limite supérieure «N 4-1, 

une limite inférieure /iN -+- 1 — /? — Sa. 

A peine est-il besoin de rappeler que rien ne change à la théorie si 
les ns points Poi=:/=o ont des configurations particulières; si des 
points du groupe A, par exemple, viennent en des points multiples, 
les 3 seraient plus grands, voilà tout. 

37. Dans un Mémoire qui doit incessamment paraître dans le 
Journal de l'École Polytechnique, je donne pour Ob une autre for- 
mule, dans le cas particulier où (îr est une de ces courbes que j*ai 
appelées intégrantes et qui ont toutes leurs tangentes situées sur un 
certain complexe linéaire capital. 

Prenons -î(^i, ^j, ^j, 5t) = o avec pjzzz——, pour équation de la 
surface i en coordonnées homogènes et posons 



0== 



a, 


«ï 


«3 


^4 


^1 


.^ 


/>3 


fh 


Pi 


Pf 


Pi 


/^4 



^J 



Supposons qu'en un de ses points multiples, m, G perce en ^H points, 
confondus avec m, la surface 0=0, alors 

/iN=:A-4-i;a\ 

2 s'étendant aux divers points multiples de l'intégrante G. 
On a d'ailleurs toujours 



î)î, = /i N -h I 



(n — i){n — 'i) 



CT, 



\z^ n{n — i) — ai — icfl.. 
L'élimination de A et d fournit la formule annoncée 



0^ = CT -h 

Supposons qu'entre les 



«(N-h2)-f-2(a' — c^) 



qr^N) ^ (N-f-i)(N + 2)(N-4-2) _ ^ 
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paramètres de £, les ^ relations se réduisent à J^ -— p distinctes 



n 



N-h2 



Ainsi n se trouverait limité si p — m et Ié(A — ^) le sont. 

On aperçoit là le moyen de limiter dans certains cas ce degré d'une 
intégrante algébrique G à singularités connues. 

Pour plus de détails, je renvoie au Travail que je viens de citer. 



FIN . 
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Astronome à 1 Observatoire, chargé d'un 
Cours complémentaire d'Astronomie à 
la Faculté des Sciences 5 fr. 

Lettres intimes de J.-M. Alberoni adres- 
sées au comte I. Rocca, ministre des 
finances du duc de Parme, et publiées 
d'après le manuscrit du collège de S. 
Lazaru Alberoni, par Emile Bourgeois, 
professeur à la Faculté des Lettres, avec 
un portrait et deux fac-similé. . 10 fr. 

Le Fondateur de Lyon, Histoire de L. 
Munatius Plancus, par M. Jullien, pro- 
fesseur-adjoint à la Faculté des Lettres, 
avec 1 planche hors texte .... 5 fr. 

Etude stratigraphique sur le Jurassique 
inférieur du Jura méridional , par 
Attale Riche, docteur es sciences, avec 
planches hors texte 12 fr. 



Etude expérimentale sur les propriétés 
attribuées à la tubercullne de M. Koch, 
faite au laboratoire de médecine expé- 
rimentale et comparée de la Faculté de 
Lyon, par M. le professeur Arloikg, 
M. le D^ RoDET, agrégé, et M. le D' Gour- 
MONT, "«vec planches en couleurs. 10 fr. 

Histolo^ ^ comparée des Ebénacées dans 
ses rapports avec la Morphologie et 
l'histoire généalogique de ces plantes, 

Ïtar Paul IUrmektier, professeur de 
'Université, avec 4 pi. hors texte. 4 fr. 
Recherches sur la production et la loca- 
lisation du Tannin chez les fruits co- 
mestibles fournis par la famille des 
Pomacées, par M^i* A. Mayoux, élève de 
la Faculté des Sciences de Lyon. 1 vol. 
in-8o, avec 2 planches S fr. 

Essai critique sur l'hypothèse des atomes 
dans la science contemporaine, par 
Arthur Uanniquin, chargé d'un Cours 
complémentaire de philosophie à la Fa- 
culté des lettres de Lyon. 1 vol. in-8». 

7 fr. 50 

Saint Ambroise et la morale chrétienne 
au iv^' siècle, par Raymond Thamin, an- 
cien élève de l'Ecole normale supérieure, 
ancien maître de conférences à la Fa- 
culté des lettres de Lyon, professeur de 
philosophie au lycée Condorcet. 1 vol. 
in-8* 7 fr. 50 

Etude sur le Bilharzia haematobia et la 
Bilharziose, par M. Lortet, doyen de 
la Faculté de médecine de Lyon, et 
ViALLETON, professeur agrégé à la Faculté 
de médecine de Lyon. 1 vol. in-8o, avec 
planches et figures dans le texte. 10 fr. 

Recherches sur quelques dérivés sur- 
chlorés du phénol et du benzène, 
par Etienne Bar r al, docteur en méde- 
cine, pharmacien de !>*<> classe, chargé 
des fonctions d'agrégé à la Faculté de 
médecine de Lyon 5 fr. 

Phonétique historique et comparée du 
sanscrit et du xend, par Paul Reonaud, 
professeur de sanscrit et de grammaire 
comparée à la Faculté des lettres de 
Lyon. 1 vol. in-8o 5 fr. 

La République des Provinces-Unies, la 
France et les Pays-Bas espagnols de 
1630 à 1650, par A. Wadoington, pro- 
fesseur-adjoint à la Faculté des lettres 
de Lyon. Tome I (1630-42.) ... 6 fr. 

Sur la représentation des courbes gau- 
ches algébriques, par Léon Autonnr, 
ingénieur des ponts et chaussées, maftre 
de conférences à la Faculté des Sciences 
de Lyon. 
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